DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS. 


MATEMÁTICAS II. 2° DE BACHILLERATO. 





UNIDAD 6. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. an 
IES LA BAHIA 


1. Sistema. Notación matricial. Clasificación. 


Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas es un conjunto de expresiones de 
la forma 

a11 ` X1 +919:X9+ a13 X3 Fon + ain Xn = bi 

a21 ` X1 F2d99:X9 + a93 X3 Foes +a Xp = bo 


donde: aj; son números reales llamados coeficientes del sistema. (1<i<m 1<j<n) 


ij 


bi, bo,..., b 
X1, X2,- Xp son las incógnitas del sistema. 


m son números reales llamados términos independientes. 


El sistema se llama homogéneo si todos los términos independientes son nulos. 


Una ecuación del tipo 0-x¡ +0-x9+0-X3 Hoccooonos +0-x, =0 se llama ecuación nula. 
Como una ecuación nula se verifica siempre para valores cualesquiera de x,,Xo,..., Xy , NO 
añaden ninguna información al sistema y por lo tanto, deben eliminarse. 


Una ecuación del tipo 0-x, +0-x9+0-X3 Hoen +0-x, =b, siendo b £ 0, se llama ecuación 


incompatible. 
Una ecuación incompatible no se verifica nunca para ningún valor de x4, X2,..., Xp - Por ello, un 


sistema que contenga una ecuación incompatible, nunca tendrá solución. 


Notación matricial de un sistema 


Todo sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas puede escribirse en la forma A: X = B, 











a11 a19 ga aij is Ain X1 b; 
a21 a929 Sai aj Ppp A2n X9 bo 
ail 2 ay Ain Xi b; 
amı o amj = amn) (Xn Din 


donde: A se llama matriz del sistema (matriz de dimensión mxn) 
X se llama matriz de incógnitas (matriz de dimensión nx1) 
B se llama matriz de términos independientes (matriz de dimensión mx1) 


Nota: la matriz A del sistema no tiene por qué ser una matriz cuadrada y en el caso de que lo 
fuera, tampoco tiene por qué ser inversible (o regular). 
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Clasificación de un sistema según el número de soluciones 


Una solución del sistema es un conjunto ordenado de números reales { s4, S2,..., Sn } tales 
que, al sustituir las incógnitas X] por $4, Xo POr Sə ,..., X; POr S;..., Xp Por s,, se verifican 
simultaneamente las m ecuaciones. 


2x + 3y —2z =-3 
Ejemplo: una solución del sistema A es x=-1,y=0,z= 1/2 
x+y+8z=1/2 


1. Si el sistema no tiene ninguna solución, se llama incompatible. 
2. Si el sistema tiene solución única, se llama compatible determinado. 


3. S1 el sistema tiene infinitas soluciones, se llama compatible indeterminado. 


2. Sistemas equivalentes. Eliminación de ecuaciones. 





Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones. 
Criterios de equivalencia 


C1. Si se multiplican (dividen) los dos miembros de una ecuación de un sistema por un número 
real distinto de cero, resulta otro sistema equivalente al dado. 


C2. Si a una ecuación de un sistema se le suma (resta) otra ecuación del mismo, resulta un 
sistema equivalente al dado. 


] . 2x+3y=4 2x+3y=4 , 
Ejemplo 1: los sistemas S1 = E y S2= SF son equivalentes ya que la 
3x-3y=9 x-y= 
segunda ecuación de S2 es el resultado de dividir por 3 la segunda ecuación de S1. 
? ; 2x+3y=4 2x+3y=4 y 
Ejemplo 2: los sistemas S1 = Sra S2 = pa son equivalentes ya que la 
5x+5y=11 x-y= 


segunda ecuación de S2 es el resultado de restar a la segunda ecuación de S1, la primera 
multiplicada por dos. 


Eliminación de ecuaciones 
De los criterios de equivalencia se deduce que, al resolver un sistema, pueden eliminarse: 


1. Todas las ecuaciones nulas. 
2. Toda ecuación que sea proporcional (o igual) a otra. 
3. Toda ecuación que sea combinación lineal de otras. 


2x+3y+z=4 
Ejemplo 1: en el sistema ¿5x+6y-z=2 se puede eliminar Ez ya que Ez = 3E; 
6x + 9y + 3z =12 


x+y+2z+3t=8 
Ejemplo 2: en el sistema ¿x-y+z+t=-1 se puede eliminar Ez ya que Ez = 4E, — E; 
3x—by+2z+t=-12 


Germán Leal Gallo O IES La Bahía. San Fernando (Cádiz) = Di 


3. Sistemas de Cramer. Regla de Cramer. 


Un sistema de ecuaciones lineales se llama sistema de Cramer si: 

— El número de ecuaciones coincide con el número de incógnitas. 

— La matriz de coeficientes del sistema es cuadrada y su determinante es distinto de cero. 
Regla de Cramer 

Dado un sistema de Cramer 


a11 ` X1 + 8&2 X9 +13 X3 Fee + Ain Xn =b; 
a91 ` Xq + a929 X9 + a93 X3 Foes + aon Xp = bo 


expresado matricialmente como A: X = B, dicho sistema es compatible determinado y su única 
solución { S1; S95. Sn } viene dada por: 





aj} Bi © by o 
a19 a99 E ba Tn an 
TRER ann ayoo Dio ub ig EEEN 
¡es det(A) 


donde la columna de los términos independientes reemplaza respectivamente a los coeficientes 
de la columna i de la matriz A del sistema. 


2x+y+z=7 

Ejemplo: para resolver el sistema 4X +z = 4 se hace lo siguiente: 
3x-2y+z=2 

Primero se comprueba que en efecto, se trata de un sistema de Cramer, ya que: 


— El número de ecuaciones (3) coincide con el número de incógnitas (3). 


2 11 
— El determinante de la matriz del sistema es det(A)=|1 0 11=4%0 
3 -2 1 


El sistema es compatible determinado y su única solución es {x = 1, y =2,z=3} 


7 1 1 2 7 1 2 1 7 
4 O 1 1 4 1 1 0 4 
2 -2 I| 4 3 2 1| 8 3 -2 2 12 
det(A) 4 det(A) 4 det(A) 4 
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4. Teorema de Rouché-Fróbenius. 
Dado el sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 


a11 ` X1 + a12 X9 + a13 Xg Fones + Ain "Xp = bı 
a921 ` X1 + a99 ` X9 + a93 ` X3 Foes + aon ` Xp = bo 


siendo A la matriz del sistema y A* la matriz ampliada: 
— Si rango(A) + rango(A*), entonces el sistema es incompatible. 
— Si rango(A) = rango(A*) = n, entonces el sistema es compatible determinado. 


— Si rango(A) = rango(A*) < n, entonces el sistema es compatible indeterminado. 


x+2y+z=1 
Ejemplo 1: para clasificar el sistema 42x + y+2z=2 según el teorema de Rouché, hay que 
3x +3y +3z=3 


averiguar los rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada, respectivamente: 





2 1 1 1.211 1 2 1 1 
1 2 2 F, -2 F; 0 -300 F; -3F; 0 -300 Eliminar F; 
3 3 3 3 333 0 -3 0 0 

1 2 1 1 

0-30 0 


1 2 1 1 2 1 1 
rango(A) = rangol y a a =2=rango(A*) = raned y o a 


número de incógnitas = 3 


Según el teorema de Rouché, el sistema es compatible indeterminado. 


x+2y+z=1 
Ejemplo 2: para clasificar el sistema ¿2x+y+2z=2 según el teorema de Rouché, hay que 
3xX+3y+3zZ=4 


averiguar los rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada, respectivamente: 


12 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 
FE SO 0 0 SS 10: 85000 :0 
33383 4 3 33 4 0-30 1 
1 2 1 1 2 1 1 
rango(A) =rango|0 -3 0|=2%+3=rango(A*)=rango 0 -3 0 0 
0 -3 0 0-30 1 


Según el teorema de Rouché, el sistema es incompatible. 
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x+(m+1)y+z=1 
Ejemplo 3: para clasificar el sistema 42x + my =1 según los valores del parámetro m, se 
3x+3y+z=2 


puede aplicar el teorema de Rouché. Hay que averiguar los rangos de la matriz del sistema y 
de la matriz ampliada, respectivamente: 


1 m+1 1 1 m+1 1 1 
A=2 m 0 A*=|2 m 01 
3 3 1 3 3 1 2 
1 m+1 1 
det(A)=|2 m  0|=-4m+4 det(A) =-4m+4=0 & m=1 
3 3 1 
12 1 
— Sim = 1, entonces rango(A)= rango 2 1 0|=2 yaquedet(A)=0 y E, F sonli. 
33 1 
1 2 1 1 1 2 1 1 
Por otra parte, rango(A*) =rango 2 1 0 1|=rango 0 -3 -2 -1|=2 
3 3 12 0 -3 -2 -1 


Así pues, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 = número de incógnitas. 

Por lo tanto, si m = 1, según el teorema de Rouché, el sistema sería compatible indeterminado. 
— Si m £ 1, entonces det(A) 4 0 y por lo tanto rango(A) = rango(A*) = 3, ya que ambas matrices 
tendrían una submatriz cuadrada de orden 3 con determinante no nulo. 

Así pues, rango(A) = rango(A*) = 3 = número de incógnitas. 


Por lo tanto, si m + 1, según el teorema de Rouché, el sistema sería compatible determinado. 


5. Resolución de sistemas por el método de Gauss. 
Sea A:X= B la expresión matricial de un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. 


Se llama matriz ampliada de un sistema a la matriz resultante de añadir la columna de los 
términos independientes a la matriz A del sistema. 


El método de Gauss consiste en transformar el sistema en otro equivalente, triangulando 
(escalonando) la matriz ampliada. Esto se consigue aplicando los criterios de equivalencia a 
dicha matriz. 

Paso 1. Eliminar todas las ecuaciones que sea posible. 

Paso 2. Triangular la matriz ampliada. ¿Aparece alguna ecuación incompatible? 


— Si la respuesta es SÍ, el sistema es incompatible: no tiene solución. 


— Si la respuesta es NO, el sistema es compatible y se aplica el paso 3. 
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Paso 3. Eliminar todas las ecuaciones nulas, si las hay. 
¿El sistema resultante cumple que el número de ecuaciones es igual al número de incógnitas? 


— Si la respuesta es SÍ, el sistema es compatible determinado: tiene solución única, que hay 
que determinar. 


— Si la respuesta es NO, el sistema es compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones. 
Para expresarlas, hay que tener en cuenta lo siguiente: 


[ Número de parámetros ] = [ Número de incógnitas ] — [ Número de ecuaciones ] 


x+y+2z=-1 
Ejemplo 1: para resolver por el método de Gauss el sistema ¿-x-2y-3z=0 


2x+3y+5z=1 
ii 1. 2% MEE ES A ES | 
-1 -2 -3 E E ]o -1 A] O E -1 -1 -1| = 
2.3 5 1 E SE: 0.1 1 3 
i, 5 Sl 
A A i 
0. 0 0 2 


Una vez triangulada la matriz ampliada, se observa que hay una ecuación incompatible, la 
ecuación 0-x+0-y+0-z=2, Por lo tanto, el sistema es incompatible: no tiene solución. 


2x+y-z=-38 
Ejemplo 2: para resolver por el método de Gauss el sistema ¿x —2y +2z =1 
2x+y+Z=5 





g TE E3 pesg äi E 2 E 
a ESA ALSO bb A 
2 1 1 5 2. 1 1 5 2 1 1 5 
o E E: 1d De: 

o o A E A A A A 

0 5 =: 8 0 0 2 8 0 0 2 8 


Una vez triangulada la matriz ampliada, se observa que el número de ecuaciones (3) coincide 
con el número de incógnitas (3). 


x-2y+2z=1 

Por lo tanto, el sistema es compatible determinado y es equivalente al sistema y=z=-1 
2z =8 

E; =2z=8 > z=4 E, =y-z=-1 > Y =3 E =x-2y+2z=1 > x=-1 


Por lo tanto, la única solución del sistema es (x=-—1,y=3,z=4) 
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3x+4y+Z=3 
Ejemplo 3: para resolver por el método de Gauss el sistema <x+y-=z=1 


2x +3y +2z =2 
34 13 11-11 11-11 
t-t 1 AR 3 4 1.3 Ez -3F; >lO 1 4 0 F; —2F; 
w g T 23 22 
de o E 1 1 -1 1 
o1 a«o|EBls3loa1 «0 Prerb, 
01 40 
01 40 00 00 





Una vez triangulada la matriz ampliada y eliminada la fila nula, se observa que el número de 
ecuaciones (2) no coincide con el número de incógnitas (3). 


da . ; f x+y-z=1 
Por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado y equivalente al sistema | 4 ia) 
y + 4z = 


Para expresar las infinitas soluciones del sistema, se hace lo siguiente: 


[ Número de parámetros ] = [ Número de incógnitas ] — [ Número de ecuaciones ] 
[ Número de parámetros ] =3-2=1 


Se elige una letra cualquiera para el único parámetro, por ejemplo, k € R. 


Se iguala una cualquiera de las incógnitas, por ejemplo z, al parámetro k (z = k) y finalmente 
se despejan el resto de las incógnitas en función del parámetro k. 


E,=y+4k=0 > y=-4k E, =x+y-k=1 > x=1+5k 
Por lo tanto, el conjunto formado por las infinitas soluciones del sistema se expresa así: 


{x = 1+5k, y =-4k,z=k/keRj 
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